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1. Introducao

Se 0 modelo probabilistico envolver mais do que um atributo sera necessario

generalizar o conceito de variavel aleatoria passando-se de
wlQ - X(wUO

para
«0Q - (X,(w),X,(@),.,X ()00
isto € utiliza-se a variavel aleatoria k-dimensional (X,,...,X,).

O estudo centrar-se-a nas variaveis aleatorias bidimensionais.
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2. Variaveis aleatorias bidimensionais

e Simplificacdo: Em vez de (X, X,) emprega-se (X,Y)

 Definicao 4.1 — Variavel aleatoria bidimensional

Uma v.a. bidimensional, (X,Y), é uma funcdo com dominio Q e com
contradominio em 0°, (X,Y): w0Q - (X(w).Y(w)0ODO?
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e Definicao 4.2 — Funcao de distribuicao conjunta
Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria bidimensional. A funcao real de duas variaveis

reais, com dominio [1°, definida por
F.,(x,y)=P(Xsx,Y<Yy),

¢ a funcio de distribui¢ao conjunta de (X,Y).

* Simplificacao: Nao havendo confusdo, escreve-se F(x,y) em vez de F, ,(x,y)

y

xy)

Fig. 4.1 — Regido do plano 0 definido pelas desigualdades X < xeY < y.
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e Propriedades da funcao de distribuicao
1) O0=F(x,y)<l.

2) F € nao decrescente, separadamente, em relacdo a x e em relacao a y.
3) Para qualquer funcao de distribui¢dao F'(x,y),

F(—00,y) = F(x,—) =0, F(+00,+00) =1,
4)  Considere-se o rectangulo I de 0 (fig 3.17) com vértices nos pontos,

(xl’yl)a (xzayl)’ (xl’yz)a (xz,)’2), I — {(X,)’) . xl < X S xza yl < y S )’2}

Entao L

P(I)=P(x, <X <x,,y, <Y<y, .

=F(x,,y,) = F(x,,9,) = F(x,,)
+F(x,y,)
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5) Qualquer func¢do de distribuicao F € continua a direita em relacdo a x € em
relagdo a y,
F(x+0,y) =F(x,y), F(x,y +0) = F(x,y).

* Exemplo - Ciélculo de probabilidades utilizando a func¢do de distribui¢ao
se x<0 ou y<0

0
F(x,y)={

l—e"—e 7+ sex=20e y=20

PR2<X<3,1<Y <4 = P(X <4) = P(Y >2)=
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* Funcoes de distribuicao marginais - cada variavel é considerada de forma isolada

P(X <x)=P(X £x,Y <+o0) = lirP F(x,y)=F(x,to)=F, (x);

PY<y)=P(X <+, Y <y)=lim F(x,y)=F(+00,y) = F,(y).

A distribui¢ao conjunta determina univocamente as distribuicdes marginais, mas
a inversa nao é verdadeira. (definicao 4.3)

 Exemplo:
Calcular as fun¢oes de distribui¢ao marginais do exemplo anterior

 Definicao 4.4 — Variaveis aleatorias independentes
Sejam B, e B, dois acontecimentos quaisquer tais que B, sO envolve X e B, apenas

se refere a Y. As varidveis aleatorias X e Y sdo independentes se e sO se,
P(XUB,YUB)=P(XUB)xP(YLB,).

De forma equivalente: F(x,y) =F (x)xF (y) paratodo o par (x,y)
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* Teorema 4.1 — Se X e Y sdo variadveis aleatorias independentes € se ¢ € @ sao
duas fung¢des entdo as varidveis aleatérias U =(/(X), V = @(Y) sdo também

independentes.
Dem.: Murteira (2012a).
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3. Variaveis aleatorias bidimensionais discretas

e Definicao 4.5 — Variavel aleatoria bidimensional discreta
(X,Y) é variavel aleatoria bidimensional discreta se e sO se X e Y sdo variaveis

aleatdrias discretas.
Dado D ={(x,y): P(X =x,Y =y) >0}, tem-se P|[(X,Y)OD]|=1.

* Definicao 4.6 — Funcao probabilidade conjunta
Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria bidimensional discreta. A funcao real de duas

variaveis reais, com dominio [1?2, definida por,
fey () =P(X =x,Y =y),

¢ a fungdo probabilidade de (X,Y) ou a funcado probabilidade conjunta das
variaveis X e Y.
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e Propriedades da funcdo probabilidade conjunta:
O 2(x.y, 0 fx,y) =1,
o P(X,Y)OB| =X, , oes f (%, 7).
o F(x,y)=P(XSx,Y<y)=%. .2, o, f(x,Y,).

e Definicao 4.7 - Funcao probabilidade marginal
Variavel aleatoria bidimensional (X,Y).

F_— funcdo de distribui¢do marginal de X

D, ={ x: P(X =x)=F, (x)—F,(x—0) >0}, conjunto dos pontos de descontinuidade
de F..
P(X =x) se xUD,

fun¢do probabilidade marginal de X — f, (x) = :
0 se xUD,

Facilmente se verifica f (x) = ., f(x,y)
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Teorema 4.2 - As v.a. discretas X e Y sdo independentes se e sO se

f(x,y)=f (x)x f (y) para todo o par (x,y).
Dem: ver livro

Exemplo 4.2 - Lancamento de dois dados. Sejam X: numero de pontos obtido com o

primeiro dado e Y: o numero maximo de pontos obtido no conjunto dos dois dados.

Por exemplo: se sair (1,3) tem-se X =1, Y =3; se sair (3,3) obtém-se X =3, ¥ =3.
Funcao probabilidade bidimensional

X\Y |1 2 3 4 5 6 Iy (x)
1 [1/36 [1/36 [1/36 |1/36 |1/36 |1/36 |6/36
2 0 12/36 [1/36 |1/36 |1/36 |1/36 |6/36
3 0 0 [3/36 |1/36 |1/36 |1/36 |6/36
4 0 0 0 14/36 |1/36 |1/36 |6/36
5 0 0 0 0 [5/36 |1/36 |6/36
6 0 0 0 0 0 [6/36 |6/36

f(»|1/36 |3/36 |5/36 |7/36 |9/36 |11/36| 1
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e Fungdes probabilidade marginais. Por exemplo,
L@ =PX=4)=f44)+f45+f(46)=6/36=1/6;
£, =P =5=f05+f25+f35+f(45)=9/36=1/4.
* As variaveis aleatorias X e Y nao sdo independentes. Por exemplo,
f(4,5)=1/36% f,(4)f,(5) =(6/36)x(9/36) =1/24.

e As distribui¢des marginais nao definem a distribuicdo conjunta. Poder-se-ia
definir outra distribui¢do conjunta através de h(x,y) = f, (x) f, ().

e Calculo de probabilidades:
P2<X<5Y>2)=

P(X <3)=
P(Y>4)=
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» Definicao 4.8 - Funcao probabilidade condicionada
A fung¢ido probabilidade de X condicionada pela realizacao do acontecimento
{Y =y,}, com P(Y =y;) >0, € dada por,

P(X =xY =y) _ f(x,y)
PY =y) 5y ()

De modo andlogo, se pode definir a fun¢ao probabilidade de Y condicionada pela
realizacdo do acontecimento {X = x,}, com P(X =x;) >0, através de,
PX=xY=y)_f(xy)

P(X =x) Sy (%)

* As fun¢des probabilidade condicionadas gozam de todas as propriedades das f.
probabilidade: >, leY:y (x)=1e X leX:x( y)=1.

fx|y(x)=P(X=x|Y=y)= (yfIXO)

i =PY =y|X =x)=

(x fixo).

» Independéncia de variaveis aleatorias e fungoes probabilidade condicionadas.

Fep (0 = [ (x) se f,(y)>0;
Fix M= £ () se f(x)>0
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Exemplo 4.4 — Retome-se o exemplo
e func¢des probabilidade condicionadas, assumindo Y =3

fosW=f,1,3)/£,3)=(1/36)/(5/36)=1/5,
fou(D =1, (2,3)/£,3) =15,
foaB13=1,3.3)/£,3) =35,

Claro que

fX|Y:3 (1) + fX|Y:3 (2) + fX|Y:3 (3) =1.

como € evidente, sendo ¥ =3 o0 numero maximo de pontos obtido no conjunto
dos dois dados, no 1° dado somente podem sair 1, 2 ou 3 pontos.
e funcgdes probabilidade condicionadas, assumindo X =4

Frxes@® = froy Q)] f (4) =(4/36)/(6/36) =2/3,
=) = fry 45 f (4 =1/6.
Jrx=(0) = [y, (4,0)] f, (4) =1/6.

obtendo-se leX: S+ leX:4 (5)+ leX:4 6)=1.
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4. Variaveis aleatorias bidimensionais continuas

* Definicao 4.9 — Variavel aleatoria bidimensional continua
A varidvel aleatéria (X,Y), com fungdo de distribui¢do F, ,, € uma varidvel alea-
toria bidimensional continua se e s0 se, existe uma funcao real de duas varidveis

reais, nao negativa, f, ,, tal que,

—_ y X
FX,Y ('x’ y) - .[—oo.[—oo fX,Y (u,V)dudV.
(X,Y) é uma variavel aleatéria bidimensional continua se e s6 se, X € Y sao
variaveis aleatdrias continuas.

* Definicao 4.10 — Funcao densidade conjunta
A funcido f, ,, introduzida na defini¢do anterior, chama-se fun¢io densidade (pro-

babilidade) de (X,Y) ou funcido densidade conjunta de X e Y.
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* Propriedades da funcao densidade conjunta
 Propriedade 3 das funcdes de distribuicao conjuntas, F'(+00,+00) =1. Logo

F (+00,400) = I_+:Ij:f(x,y)dxdy =1,

0°F(x,y)
0x0y

* Nos pontos em que nao existe segunda derivada, convenciona-se f(x,y) =0.

* Se f(x,y) for continua no ponto (x,y) entdo f(x,y) =

* Fun¢des densidade marginais (defini¢ao 4.11):

dF - . R

. f(x)= ;;x) = [ £ (. y)dy jAque F.(0) = F, (x,+00) = [ [ f. (u, y)dydu
dF o . .

* f,(y)= c};y):h f.,(x,y)dx jaque F.(y)=F, (+oo,y)=[" [T f. (x,u)dxdu
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Teorema 4.3 — As varidveis X e Y dizem-se independentes se e so se,

fo (6, ¥) = f (x) f, () para todo o par (x,y).
Dem.: livro

Definicao 4.12 — Func¢ao densidade condicionada
Seja f,, (x,y) afuncdo densidade conjunta de X e Y. A funcao densidade de X condi-

cionada por Y =y, com f,(y) >0, é definida da seguinte maneira:

Frw (X9) .
S=, (X) = £ (v fixo).
De forma analoga f,,_ (y) = J XfY ((x,)y ) (x fix0).
L (x

e A func¢io densidade condicionada verifica todas as propriedades de uma
funcdo densidade de uma variavel aleatoria unidimensional.

* SO =0 (D=0 f oy ().
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Exemplo 4.5 — Considere-se a fun¢do densidade da varidvel bidimensional (X,Y)
dada por

(12/7) (x> +xy) para 0<x<le 0<y<lI,
S (X, ) =
0) para outros (x,y).
O calculo das fun¢des densidade marginais € feito através de,
fr ) =] f (e y)dy =[,(12/7) (x* +xy)dy =(12x* +6x)/7  (0<x<1);
[y () =1 f (e y)dx =[,(12/7) (x* + xy)dx = (4+6y)/ 7T O<y<D.

Para as densidades condicionadas vem,

2
+
fop ()= 25 E) (g eyl y fixo e 0<y<1);
4+6y
12(x* + xy) .
= 0<y<l], fixo e 0<x<]).
fY|X(y) 125 +6x ( Yy X 11X x<1)

Por exemplo, f,,,_,,(x) =(3/2)x +x (0<x<1).
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5. Valor esperado e momentos de variaveis aleatorias bidimensionais

Definicao 4.19 — Valor esperado de funcao de v.a. bidimensional

Se (X,Y) € uma varidvel aleatéria bidimensional discreta com funcao probabilidade
fxy>€sey éuma fungdo de (X,Y), a expressdo
EXY(X.Y)} = Zomf (X 9) fry (X,9)
E{X. N} =[0120¢ 0 y) f(x, y)dxdy

€ o valor esperado de (/(X,Y). Tal como no caso unidimensional, tem de se verificar

a condicao de existéncia do valor esperado
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Teorema 4.5 — Dois resultados importantes (ja enunciados)

* Valor esperado de uma soma de v.a. — Se (X,Y) for uma varidvel aleatoria

bidimensional e se existirem E(X) e E(Y), entao,
E(X +Y)=EX)+E(Y).

* Valor esperado de um produto de v.a. independentes — Se X e Y forem variaveis
aleatdrias independentes ¢ se existirem E(X) e E(Y), entao,

E(XY)=E(X)XE(Y).

Demonstrar os resultados para o caso continuo ou discreto.
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Exemplo 4.6 — Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional discreta com fungao

probabilidade dada por

X\Y |3 5 fi(x)
1 |01 |03 0.4
2 104 |02 0.6

£,(» 105 105 1

Calcular E(X) = Uy, E(Y) = l,, var(X) = 0)2(, var(Y) = Jﬁ, E(XY).

Exemplo 5.21 — Retome-se o exemplo 3.18,

f(x,y)=%(x2+xy) O0<x<l, O<y<l]l.

Calcular E(X), E(Y)e E(XY).
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Momentos em relacio a origem

 Definicao 4.14 — Momentos de ordem r+s em relaciao a origem - Seja (X,Y)

uma variavel aleatoria bidimensional. O valor esperado,
M =EXY"),
define, se existir, um momento de ordem 7 +s em relacido a origem da v.a. (X,Y).
e Caso discreto: i, =E(X'Y')=%, mwx ¥ fi,(xy)
* Caso continuo: (1 = E(X'Y*")=[0[20x"y" fy,(x,y)dxdy

e Momentos mais importantes: r+s=1- E(X)e EY)

r+s=2 - E(X’),E(Y’)e E(XY)
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Momentos em relacao a média

* Definicio 4.15 — Momentos de ordem (7 + s) em relacio a média - Seja (X,Y)

uma variavel aleatoria bidimensional. O valor esperado,
MU =E{(X—pu) Y —1)},
define, se existir, um momento de ordem r +s em relacdo a média da v.a. (X,Y).

e Caso discreto:

U, =E{(X —pu) Y =)} =2 =) (V=) [y (X))
e Caso continuo:
M, =E(X =) ¥ =)'y =00 0= ) (v = 14, f(x, ) dxdy
e Momentos mais importantes: r+s=1 - sempre nulos

r+s=2 - var(X), var(Y) e cov(X,Y)
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Definicao 4.16 — Covariancia - A covariancia entre as varidveis aleatérias X e Y é,
Cov(X,Y)=0,, = E|[(X -, )Y — 11,)], se este valor esperado existir.

Interpretacdo do conceito de covariancia

A
y

)

Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) Resultado importante

Exemplos: retomar os exemplos anteriores e calcular a covariancia.
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Propriedades da covariancia (a, b, ¢ sdo 3 constantes arbitrarias)
e cov(c,X)=E(cX)-E(c) E(X)=0
e cov(aX,bX)=abcov(X,Y)

» Limitagdes do conceito de covariancia na avaliacdo da associacdo entre v.a.:

» [Linearidade
= Unidades de medida
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Definicao 4.17 - Coeficiente de correlacao

* O coeficiente de correlagdo entre as variaveis aleatorias X e Y € dado por,

,0 —_ COV(XaY) — OX,Y
ey \/Var(X)Var(Y) 0.0, '
e Comentarios:
o Resolve o 2° problema

o-1=<p,,<l. p,, =%l quando e s6 quando existe relagado linear entre as
variaveis.
o Se X e Y sdo independentes entdo cov(X,Y) =0. A reciproca nao é

verdadeira, isto é, covariancia nula nao implica independéncia.
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* Teorema 4.7 — Se existem segundos momentos para as v.a. X e Y, entao

Var(X £Y)=Var(X)x2Cov(X,Y)+ Var(Y).

Em particular, se as variaveis sdao independentes, Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y).

Demonstrar o caso geral.

e A covariancia € um conceito particularmente importante na constru¢do de carteiras
de activos financeiros

 Exemplo 4.8 — Considerem-se as v.a. X e Y, com funcao probabilidade conjunta

x\v [-1 o i £ (x)
1 [0.00 025 [0.00 ]0.25
0 025 [0.00 [0.25 [0.50
1 0.00 |0.25 [0.00 [0.25
f,(nl025 1050 [0.25 [1.00

Mostrar que a covariancia € nula mas que as varidveis aleatorias nao sao

independentes.
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Valor esperado condicionado

* A ideia € semelhante ao que se viu anteriormente mas substituindo a f.

probabilidade (densidade) pela funcao probabilidade (densidade) condicionada.

e Definicdo 4.18 — Sejaav.a. Z =¢/(X,Y), funcao das varidveis aleatoOrias
discretas X e Y. O valor esperado de Z ={/(X,Y) condicionado por X =x, é

definido por
EZ|X=x)=E{¢X. V)| X =x}=Z,00 (X, ¥) frx=. (¥,
se se verificar a condi¢do habitual de existéncia do valor esperado.

De modo andlogo, E(Z |Y =y) = E{¢y(X, V) |Y =y} =X.00, Y(X,Y) fyp-, (X).

* No caso continuo substitui-se somatorios por integrais (e a fun¢do probabilidade

condicionada pela fun¢do densidade condicionada)
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Caso particular mais interessante:

e Médias condicionais FE(X |Y =) = Uy V) =YX Y)=X e fyy-, ()
ou E(Y|X =x) =y (x) >@(X,Y)=Y e fyx-,(¥)

e Valor esperado iterado (Teorema 4.8) — O valor esperado de Z =¢/(X,Y), se

existir, € igual ao valor esperado do seu valor esperado condicionado por X, isto
é, E(Z)=E_|E,(Z| X)]

Dem. livro
 Exemplo - (funcdo densidade do Exemplo 4.11)
f(x,y)=%(x2+xy) 0<x<l, 0<y<l.
Calcular E(X) directamente e pela regra do valor esperado iterado.

Directamente:
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E(X)= Hx—(x +xy)dydx =|, x—(

:gj;x(xz +£jdx :Qﬂ()f +x—)dx
7 2 7 2

12(;& xﬁ] 12(1 1) 12 10 5
= + = 4+ |=—X—=—
74 6| 7\4 6) 7 24 7

Pelo valor esperado iterado

3

12(x* + xy) .
_(x) = O0<x<l, yf 0<y<l);
Fxpy=y (X) 4+6y (0<x y fixo e 0<y<l)
3+4y :
E(X|Y=y)= fixo e 0<y<l]
(XY =y) 476y (y y<1)

E(X) = E[E(X |Y)]:E{3+4Y}=jl3+4y 4+6yd 5

a+e6y | Jodvey 7 07
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Definicao 4.19 — Variancia condicionada
A variancia de Y, condicionada por X = x, € definida por,
Var(Y| X =) =E{ [Y-E(Y| X =9] | X =¥
Caso discreto: Var(Y|X=x)=Y,[y-EY|X=x)| f..()

Caso continuo: Var(Y | X =x)=["[y-EY | X =x)] f,..(»)dy

Variancia marginal e momentos condicionados
» Teorema 4.9 — Se existe E(Y’) entdo, Var(Y) = Var, [E(Y | X)] +E [Var(Y | X)]

e Teorema 4.10 — A covariancia de X e Y € igual a covariancia de X e o valor
esperado de Y condicionado por X, Cov(X,Y) = COV[X JEY | X )].
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Definicao 4.20 - Independéncia em média

A variavel aleatoria Y € independente em média da variavel aleatoria X se e so se,
E(Y|X =x)=E() qualquer que seja x.

A variavel aleatoria X € independente em média da varidvel aleatoria Y se e sO se,

E(X|Y =y)=E(X) qualquer que seja y.



